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RÉSUMÉ. Dans cet article, nous présentons une analyse des avancées récentes dans la modéli-
sation et la résolution des problèmes d’équilibrage de lignes de production. Face à un marché
en pleine mutation, la structure et la configuration des lignes changent. Ceci fait apparaître
de nouveaux problèmes d’optimisation. Nous analysons les nouveaux modèles mathématiques
des différents éléments d’une ligne de production, à savoir : le processus de fabrication, les
ressources, les contraintes technologiques et les critères utilisés pour évaluer la qualité des so-
lutions. Les méthodes exactes et heuristiques destinées à résoudre ces problèmes d’optimisation
sont également présentées. La discussion porte aussi sur les futures tendances et les chalenges
à relever dans ce domaine.

ABSTRACT. This paper presents a survey on the recent contributions in modelling and solving of
flow line balancing problems. Because of modern market changes and industrial advances, the
structure and configuration of such lines change in order to meet the new demands of efficient
and customized production. In this paper, we analyse and compare proposed mathematical
models, in particular, we focus on mathematical modelling of different elements of a produc-
tion line: manufacturing process, ressources, technological constraints and objective functions.
Exact and heuristic methods developed for solving flow line balancing problems are also pre-
sented. The new trends and chalenges in this research area are discussed as well.

MOTS-CLÉS : Equilibrage de lignes de production, lignes d’assemblage, lignes d’usinage, modèles
mathématiques, optimisation, état de l’art.
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1. Introduction

La conjonction économique et environnementale actuelle pose de nouveaux défis
ambitieux aux secteurs manufacturiers. Les enjeux et l’impact des décisions straté-
giques, prises lors de la conception ou configuration des systèmes de production, se
voient de plus en plus importants. Compte tenu de la complexité des problèmes de
décision qui en relèvent, l’utilisation des méthodes d’optimisation pour leur résolu-
tion semble être une évidence. Le problème décisionnel considéré dans cet article, à
savoir l’équilibrage des lignes de production, en fait partie du fait de sa complexité
combinatoire et de son impact sur le coût et la performance du système de production
mis en place. Le présent article a pour le but d’analyser les approches proposées dans
la littérature pour la modélisation et la résolution de ce problème.

Il est facile à constater l’abondance, dans la littérature, de différentes définitions
données au terme « ligne de production ». Dans cet article, nous appelons par « ligne
de production » un système de fabrication constitué d’un ensemble de postes de travail
disposés de manière séquentielle. Sur les lignes de production, un produit brut est
chargé au début de la ligne (sur le premier poste de travail) et parcourt ensuite la
ligne dans une seule direction. Il visite séquentiellement tous les postes de travail. Les
produits finis sortent du dernier poste de travail. Lorsqu’une unité de produit arrive à
un poste de travail, elle subit une suite d’opérations, effectuée par des opérateurs ou
par des équipements automatiques associés à ce poste. La durée totale des opérations
sur un poste de travail est appelée la charge du poste de travail.

Deux types de lignes peuvent être distingués par rapport à l’organisation du trans-
fert de la pièce : lignes cadencées et non cadencées. Si une ligne est cadencée, alors
toutes les pièces qui y sont traitées sont déplacées vers le poste suivant simultanément.
Le fonctionnement synchronisé de la ligne se base sur la notion du temps de cycle :
il est impératif que la charge de chaque poste de travail ne le dépasse pas. Si cette
condition est validée, alors il est possible, au bout d’un temps de cycle, de faire avan-
cer toutes les pièces vers leurs postes suivants. Dans les lignes non cadencées, il n’y
a pas de nécessité de synchroniser les déplacements de pièces, chaque pièce avance
lorsque son traitement est fini. Dans cet article, nous ne nous intéressons qu’aux lignes
cadencées.

La conception des lignes de production est un problème de décision complexe. De
nombreuses études dans des contextes différents ont été présentées dans la littérature,
par exemple, (Chow, 1990; Dagnino, 1994; Nkasu et al., 1995; He et al., 1998; Dolgui
et al., 2006d; Rekiek et al., 2006). Dans la pratique, il est impossible de confier la
conception d’une ligne à une seule personne - plusieurs services se chargent de la
prise de décisions.

Le processus de conception d’une ligne commence par l’analyse du produit (pro-
duits) à fabriquer et des objectifs économiques à atteindre. L’analyse de ces éléments
doit permettre de choisir le type de système de production le mieux adapté. Cette dé-
cision est difficile sachant que souvent l’évaluation d’une solution par rapport à une
autre ne peut être effectuée sans développement détaillé de chacune d’elles. Dans la
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pratique, dans un premier temps, un ensemble des types de systèmes de production
susceptibles d’être efficaces est choisi en tenant compte des données connues. Sou-
vent, il est nécessaire de limiter la taille de cet ensemble afin de rendre envisageable
l’exploration des solutions les plus prometteuses.

L’exploration d’une solution consiste à trouver, pour un type de système de pro-
duction fixé, sa configuration optimale. Le nombre d’éléments à prendre en considé-
ration rend cette recherche extrêmement complexe. D’autant plus que l’examen d’une
configuration possible doit être suffisamment précis afin de vérifier sa cohérence, sa
faisabilité, et éviter une découverte tardive des fautes de conception à l’étape de la
mise en place. La comparaison des configurations optimales trouvées pour les diffé-
rents types de systèmes d’usinage permet de prendre la décision sur l’organisation de
la fabrication du produit.

Le problème d’équilibrage de lignes de production, que nous étudions dans cet ar-
ticle, apparaît à l’étape de leur configuration. Ce problème a comme objectif de répartir
les opérations, qui sont nécessaires pour la fabrication du produit (ou des produits),
à des postes de travail d’une ou de plusieurs lignes de production tout en respectant
un ensemble de contraintes technologiques, économiques ou autres. Pour évaluer la
« qualité » de chaque solution, un certain nombre de critères est formulé. Ainsi un
problème d’équilibrage peut être décrit par ces cinq éléments (le type et le nombre
de lignes à configurer, les opérations à affecter, les postes de travail à configurer, les
contraintes à respecter, les critères à optimiser).

Dans cet article, nous présentons les résultats de l’analyse des modèles mathéma-
tiques qui sont utilisés dans la littérature pour décrire ces cinq éléments. Cette analyse
est développée dans les cinq sections qui suivent. La Section 2 rappelle l’historique
du problème d’équilibrage de lignes de production. La Section 3 décrit les types de
lignes de production qui sont généralement concernés par le problème d’équilibrage.
La Section 4 classifie les attributs associés aux opérations à affecter. La Section 5 pré-
sente les différents caractéristiques des postes de travail. La Section 7 donne un aperçu
des critères d’optimisation qui sont utilisés dans les problèmes d’équilibrage. Ensuite,
la Section 8 porte sur l’analyse des méthodes de résolution développées pour les pro-
blèmes considérés. Enfin, la Section 9 présente une synthèse des récentes contribu-
tions et offre une discussion sur les défis à relever. Les conclusions sont données dans
la Section 10.

2. Problème d’équilibrage de lignes de production : origines et positionnement
dans la recherche opérationnelle

La nécessité d’organiser le processus de production de manière optimale pousse
les industriels à recourir à des outils de la recherche opérationnelle et à formuler ma-
thématiquement leurs problèmes de décision afin d’y trouver des réponses efficaces.
L’apparition du problème d’équilibrage n’échappe pas à la règle : à l’origine de sa pre-
mière formulation mathématique se trouve la volonté de minimiser les temps morts



des opérateurs lors du fonctionnement des chaînes d’assemblage. Cette formulation
de base est connue sous le nom du SALBP (Simple Assembly Line Balancing Pro-
blem). Dans ce qui suit, les hypothèses utilisées dans cette première formulation sont
présentées.

2.1. Formulation du problème de base : SALBP

Au regard des cinq éléments que nous utilisons pour la classification des problèmes
d’équilibrage, le problème SALBP peut être décrit de façon suivante.

Les types et le nombre de lignes concernées :

• Une chaîne d’assemblage organisée en ligne droite et fabriquant un seul type de
produit.

Les opérations à affecter :

• L’ensemble d’opérations I = {1, 2, ..., i, ..., |I|} est connu et fixe.
• Chaque opération est caractérisée par une valeur déterministe ti estimant sa du-

rée.

La configuration des postes de travail :

• Les postes de travail M = {1, 2, ..., k, ...,m} sont identiques en terme de confi-
guration et toute opération peut être affectée et exécutée à tout poste de travail.

• Les opérations affectées à un poste de travail k, c’est-à-dire l’ensemble Ik, sont
exécutées de manière séquentielle. La somme des durées de toutes ces opérations
constitue la charge du poste de travail Tk =

∑
i∈Ik

ti.

Les contraintes à respecter :

• Chaque opération doit être effectuée entièrement sur un seul poste de travail.
• Un ordre partiel d’exécution d’opérations, imposé par le processus technolo-

gique, doit être respecté lors de l’affectation des opérations aux postes de travail. Les
contraintes de ce type sont connues sous le nom de « contraintes de précédence ».

• La chaîne est synchronisée, par conséquent, la charge d’aucun poste de travail
ne doit dépasser le temps de cycle objectif Tk ≤ T0 ,∀ k ∈ M .

Le critère à optimiser :

• L’objectif est de minimiser le nombre de postes de travail nécessaires pour af-
fecter toutes les opérations en respectant l’ensemble de contraintes de précédence et
la contrainte de temps de cycle.

Le premier modèle mathématique pour ce problème a été publié par Salveson en
1955 (Salveson, 1955). Plus tard, en 1986, cette formulation à été appelée Simple
Assembly Line Balancing Problem (SALBP) par Baybars (Baybars, 1986). Comme
cela a été démontré dans (Wee et al., 1986), ce problème est NP-difficile dans le cas
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général. Afin d’évaluer la difficulté d’une instance particulière de ce problème, un
certain nombre d’indicateurs a été proposé dans (Bhattacharjee et al., 1990; Scholl,
1999; Driscoll et al., 2001).

Hormis le modèle de Salveson, trois autres formulations du problème d’équili-
brage des chaînes d’assemblage se trouvent dans la classe du SALBP : chacune s’ap-
puie sur les mêmes hypothèses (voir ci-dessus) et utilise une fonction objectif diffé-
rente. Le Tableau 1 présente ces formulations.

Tableau 1. Les variantes du SALBP
T0, temps de cycle

m, nombre de postes de
travail Fixé À minimiser

Fixé SALBP-F SALBP-2
À minimiser SALBP-1 SALBP-E

• Le problème de type SALBP-F (le F désignant faisabilité) consiste à répondre
à la question suivante : existe-elle une répartition de l’ensemble d’opérations I à m
postes de travail satisfaisant toutes les contraintes de précédence entre les opérations et
garantissant que la charge d’aucun poste ne dépasse le temps de cycle T0 où la valeur
de T0 est fixée.

• Le problème de type SALBP-1 a comme objectif de minimiser le nombre de
postes de travail nécessaire pour affecter toutes les opérations en respectant l’ensemble
de contraintes de précédence et la contrainte de temps de cycle ayant T0 fixe.

• Quant au SALBP-2, il s’agit de minimiser le temps de cycle, en affectant les
opérations à une séquence de postes de travail, dont le nombre est fixé.

• Le problème SALBP-E conjugue les objectifs de SALBP-1 et SALBP-2 et vise
à maximiser l’efficacité de la chaîne par la minimisation à la fois du nombre de postes
de travail et du temps de cycle, soit à minimiser mT0.

Dans sa première publication portant sur l’équilibrage des chaînes d’assemblage,
Salveson avait prédit un grand avenir pour cette problématique. En effet, un nombre
important de modèles mathématiques et méthodes de résolution pour ce problème
ont été développés au fil des années. Plusieurs études bibliographiques ont été consa-
crées à l’analyse de ces méthodes, dont les plus connues sont : (Ignall, 1965; Mas-
tor, 1970; Buxey et al., 1973; Baybars, 1986; Ghosh et al., 1989; Erel et al., 1998; Tal-
bot et al., 1986; Ponnambalam et al., 1999; Scholl, 1999; Rekiek et al., 2002a; Scholl
et al., 2006). Parmi ces publications, il y a quelques unes entièrement consacrées au
SALBP : l’état de l’art des méthodes exactes (Baybars, 1986), des comparaisons des
performances des méthodes approchées (Talbot et al., 1986; Boctor, 1995; Ponnam-
balam et al., 1999), sans oublier la plus récente publication (Scholl et al., 2006), qui
donne un large aperçu sur les méthodes de résolution dédiées au SALBP, mais aussi
sur les algorithmes de calcul des bornes inférieures, les méthodes de pré-traitement et
les règles de dominance.



Il est à noter que de nombreuses récentes publications (Kilincci et al., 2006; Near-
chou, 2007; Blum, 2008; Kilincci et al., 2008; Liu et al., 2008; Kilincci, 2009; Özcan
et al., 2009a; Bautista et al., 2009; Pastor et al., 2009) montrent que la résolution de
ce problème reste toujours d’actualité. Cependant, selon (Bautista et al., 2009), leur
algorithme heuristique basé sur la programmation dynamique avec l’agrégation des
états (appelé Bounded Dynamic Programming) fournit 267 solutions optimales sur
269 instances de référence recensés dans la littérature.

2.2. Généralisation du problème de base : GALBP

La formulation du SALBP n’exprime pas toute la réalité industrielle à cause des
hypothèses simplificatrices sur lesquelles elle se base (Ghosh et al., 1989). Par consé-
quent, plusieurs chercheurs ont essayé d’introduire des hypothèses plus générales.
N’importe quel problème de type ALBP ayant au moins une hypothèse étendue par
rapport à la formulation de base (SALBP) a été nommé dans la littérature Generalized
Assembly Line Balancing Problem (GALBP).

Les articles présentant l’état de l’art sur GALBP (Ghosh et al., 1989; Rekiek et al.,
2002a; Becker et al., 2006) permettent d’observer l’évolution des hypothèses et des
approches de résolution proposées. Dans (Ghosh et al., 1989), les auteurs ont comparé
64 travaux concernant les problèmes de type SALBP et de GALBP (publiés pendant
la période 1955-1985). Environ vingt ans plus tard, 146 travaux traitant seulement les
problèmes de type GALBP (publiés pendant la période 1965-2006) ont été recensés
dans (Becker et al., 2006).

Notons que certaines formulations sont « plus générales » que d’autres, cela rend
la définition « non SALBP = GALBP » inappropriée. Il est indispensable d’introduire
une classification explicite des formulations des problèmes généralisés d’équilibrage.
D’ailleurs, une première version d’une telle classification a été proposée dans (Boysen
et al., 2008). Toutefois, la classification suggérée ne permet pas de voir clairement
pour quels types de problème on dispose des méthodes efficaces. Bien que les situa-
tions industrielles réelles soient différentes, il est parfois possible de les décrire en
recourant aux mêmes modèles mathématiques et, par conséquent, de résoudre les pro-
blèmes d’optimisation correspondants par le biais des mêmes méthodes de résolution.
Dans le présent article, une autre classification est proposée. Elle est basée sur l’ana-
lyse des cinq éléments de base caractérisant un problème d’équilibrage, à savoir le
type et le nombre de lignes à équilibrer, la modélisation des opérations, des postes de
travail et des contraintes ainsi que le(les) critère(s) à optimiser.

3. Type et nombre de lignes à équilibrer

Initialement, le problème d’équilibrage a été posé pour la conception d’une seule
ligne de production. Cependant face à un marché avec une demande variable et dif-
ficilement prévisible, les industriels cherchent à avoir la possibilité de monter la ca-
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dence de production de façon progressive. Une des solutions possibles est d’utiliser
plusieurs lignes parallèles au lieu d’une seule ligne à cadence élevée. Ainsi la fabrica-
tion peut démarrer à faible cadence qui pourra être augmentée par la suite. De façon
générale, de telles lignes parallèles ne sont pas forcement identiques. Le problème
de conception de plusieurs lignes apparait aussi lorsque certaines lignes fournissent
des composants pour les autres. Dans ce cas, la nécessité d’accorder la capacité des
lignes adjacentes mène à la mise en place des lignes parallèles. Les travaux considé-
rant la conception de plusieurs lignes ne sont pas nombreux, nous pouvons en citer
les suivants (Miltenburg, 1998; Gökçen et al., 2006b; Chiang et al., 2007; Scholl et
al., 2009a; Özcan et al., 2010).

En ce qui concerne les différents types de ligne, les distinctions entre les mo-
dèles mathématiques apparaissent, le plus souvent, au niveau des contraintes. Ainsi
il est possible d’utiliser les méthodes développées pour les problèmes ayant plus de
contraintes pour la résolution des problèmes où il y a moins de contraintes, même
si les types de ligne sont différents. Hormis les lignes séquentielles où les postes de
travail forment une ligne droite, nous pouvons citer les lignes suivantes :

• avec les postes de travail installés en U (u-lines), voir par exemple (Chiang et
al., 2006; Ağpak et al., 2007; Kara et al., 2007; Hwang et al., 2008; Toklu et al.,
2008; Toksarı et al., 2008; Hwang et al., 2009; Sabuncuoglu et al., 2009) ;

• les lignes où les équipements sont installés des deux cotés du convoyeur (two-
sided lines). Les récentes versions de ce problème considèrent à la fois l’équilibrage
de ces lignes et l’ordonnancement des opérations affectées au même poste de travail,
voir par exemple (Baykasoğlu et al., 2008; Wu et al., 2008; Özcan et al., 2009b) ;

• les lignes mixtes fabriquant différents types de produit (mixed-lines), elles ont
fait l’objet de nombreuses publications, dont les plus récentes sont : (Noorul Haq et
al., 2006; Kara et al., 2007; Hwang et al., 2009).

4. Modélisation des opérations

Chaque opération est caractérisée par au moins un paramètre qui représente sa
durée, mais d’autres paramètres peuvent lui être associés comme, par exemple, son
coût. Le paramètre incontournable est le temps opératoire, considéré par presque tous
les auteurs. Ceci découle du fait que la contrainte sur le temps de cycle est une des
caractéristiques principales des lignes de production cadencées. Les modèles mathé-
matiques où les opérations ont plusieurs paramètres sont peu nombreux, encore moins
nombreux sont ceux avec des paramètres représentés de façons différentes. Il est à
noter que certaines approches de résolution permettent d’intégrer facilement des para-
mètres complémentaires dans la formulation du problème traité ou de changer la mo-
délisation d’un paramètre, par exemple, toutes les approches basées sur la recherche
du plus court chemin dans un graphe des solutions. Pourtant peu d’auteurs ont étudié
des adaptations éventuelles des algorithmes développés suite à de telles modifications.



Nous pouvons tout de même citer quelques travaux dans cette direction : (Sphicas et
al., 1976; Johnson, 1983; Kim et al., 2000c; Boysen et al., 2007).

Dans ce qui suit, nous présentons les paramètres des opérations utilisés dans la
littérature, parmi lesquels nous distinguons les paramètres-constantes, les paramètres-
variables aléatoires, les paramètres-variables floues et les paramètres dont les valeurs
dépendent de différents éléments de la ligne.

4.1. Paramètres-constantes

Le paramètre j peut être représenté par une constante, si sa valeur est connue et
invariable pour chaque opération i soit pj(i) = const. Par exemple, l’hypothèse que
les temps opératoires sont constants est une hypothèse de base du SALBP. Les valeurs
d’un paramètre qui est constant peuvent appartenir :

1) à l’ensemble des nombres réels pj(i) ∈ R, par exemple :

• le temps (Salveson, 1955),
• le coût d’exécution (Amen, 2000a; Bukchin et al., 2006),
• le coût d’incomplétion (Sarin et al., 1999; Gamberini et al., 2006; Gamberini

et al., 2009),
• l’espace nécessaire (Lee et al., 1991; Kim et al., 1995; Sawik, 2002),
• l’effort physique nécessaire pour l’exécution de l’opération et le risque qu’il

implique (Choi, 2009), etc.
2) à l’ensemble des nombres entiers pj(i) ∈ N, par exemple, le temps (Sarker et

al., 1983; Wilhelm, 1999), etc.
3) ou à un ensemble fini pj(i) ∈ A, par exemple,

• le côté de la pièce ou de la ligne sur lequel l’opération doit être exécutée
(Buxey, 1974; Lapierre et al., 2004; Hu et al., 2008; Kim et al., 2009),

• la direction de l’opération, le type d’équipement ou d’outil à utiliser pour
l’exécution de l’opération (Tseng et al., 2008; Ege et al., 2009), etc.

4.2. Paramètres-variables aléatoires

La valeur du paramètre j est une variable aléatoire, dont la moyenne et la variance
(μ, σ2) sont connus pour chaque opération i soit pj(i) = f(μ, σ2). Les formulations
avec des temps opératoires stochastiques ont été étudiées, par exemple, dans (Moodie
et al., 1965; Kao, 1976; Kao, 1979; Sniedovich, 1981; Raouf et al., 1982; Carraway,
1989; Suresh et al., 1994; Sarin et al., 1999; Gamberini et al., 2006; Baykasoğlu et
al., 2007; Urban et al., 2006; Chiang et al., 2006; Ağpak et al., 2007; Gamberini et
al., 2009).
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4.3. Paramètres-variables floues

La valeur du paramètre j est une variable floue, soit pj(i) = p̃ (Tsujimura et al.,
1995; Hop, 2006).

4.4. Paramètres dépendant du temps de fonctionnement de la ligne

La valeur du paramètre j change en fonction du temps t de fonctionnement de la
ligne soit pj(i) = f(t). De tels paramètres sont donnés par leurs valeurs initiales et les
fonctions décrivant leur évolution dans le temps. Par exemple, ces temps peuvent être
diminués grâce à l’apprentissage des opérateurs (Boucher, 1987; Chakravarty, 1988;
Cohen et al., 1998; Toksarı et al., 2008; Toksarı et al., 2009) ou augmentés à cause
de l’effet de fatigue (Digiesi et al., 2009). Plusieurs fonctions ont été proposées pour
modéliser l’effet d’apprentissage (Womer, 1979; Yelle, 1979; Biskup, 1999).

4.5. Paramètres dépendant de l’affectation des opérations

La valeur du paramètre j, associée à l’opération i, dépend de l’ensemble des opé-
rations qui ont déjà été exécutées ou sont affectées au même poste de travail, soit
pj(i) = f(Ik). Par exemple :

• le temps d’exécution d’une opération peut dépendre des opérations effectuées
auparavant (Chen et al., 2002; Capacho et al., 2006; Capacho et al., 2009; Scholl et
al., 2008; Kulak et al., 2008) ;

• le temps opératoire nécessaire pour exécuter l’opération i (et/ou le coût d’exé-
cution de l’opération i) peut dépendre de l’opération h qui la suit, dans ce cas,
pj(i) = f(h) (Graves et al., 1983; Wilhelm, 1999).

4.6. Paramètres dépendant de la configuration du poste de travail

La valeur du paramètre j varie en fonction des paramètres du poste où l’opération
est affectée, soit pj(i) = f(Ak). Par exemple :

• le temps opératoire peut dépendre du type d’équipement installé sur le poste de
travail correspondant (Graves et al., 1988; Faaland et al., 1992; Bukchin et al., 2000;
Gadidov et al., 2000; Levitin et al., 2006; Chiang et al., 2007; Pekin et al., 2008; Gao
et al., 2009) ou du niveau de l’opérateur (Wong et al., 2006),

• le coût d’une opération peut dépendre du poste de travail où elle est exécutée
(Wei et al., 1997) ou du type d’équipement installé sur ce poste de travail (Graves et
al., 1988).

• Une autre hypothèse, considérée par (Shtub, 1984; Wilson, 1986), admet que les
temps opératoires sont des fonctions linéaires non croissantes de la taille de l’équipe
assignée au poste de travail où l’opération est affectée.



5. Modélisation des postes de travail

5.1. Structure d’un poste de travail

Un poste de travail est une ressource de la ligne à laquelle l’on affecte des opé-
rations. Mais il peut être nécessaire de lui associer d’autres éléments, comme, par
exemple, des opérateurs ou des équipements. Dans le cadre de la classification que
nous proposons, nous caractérisons ces éléments à l’aide des attributs des postes de
travail. Nous désignons par A(k) l’ensemble des attributs qui déterminent la confi-
guration du poste de travail k. Ces attributs permettent de différencier les postes de
travail, car souvent ils ne sont pas identiques. Nous distinguons les attributs scalaires
As(k) et les attributs vectoriels Av(k).

Les attributs scalaires caractérisent un poste de travail comme un objet entier. Par
exemple, le nombre d’équipements à installer en parallèle sur un poste de travail est
un attribut scalaire si toutes les unités d’équipement effectuent le même ensemble
d’opérations (qui a été affecté au poste de travail). En revanche, un attribut vectoriel
est utilisé lorsqu’une répartition des opérations entre plusieurs éléments d’un poste est
nécessaire. Par exemple, la répartition des opérations entre les boîtiers multibroches
installés sur un poste de travail d’une ligne d’usinage de grande série (Guschinskaya
et al., 2008; Guschinskaya et al., 2009) peut être représentée par un attribut vectoriel
av

j . Dans ce cas, chaque élément h de l’attribut vectoriel av
j du poste de travail k est

caractérisé par son propre ensemble d’opérations I(av
jh(k)) qui est un sous-ensemble

de l’ensemble Ik.

La nécessite de déterminer les attributs des postes de travail à l’étape de la structu-
ration de la ligne amène à résoudre simultanément les deux problèmes d’optimisation
suivants : le problème d’équilibrage et de structuration de la ligne. Il est à noter que
l’existence des attributs vectoriels augmente la complexité du problème à résoudre,
car il convient de répartir des opérations « à l’intérieur » de chaque poste de travail.

Selon les attributs de postes de travail qui sont pris en compte, les problèmes
d’équilibrage se déclinent en trois catégories :

1) A(k) = ∅
Tous les postes de travail sont identiques, par conséquent, il n’y a que le problème

d’affectation des opérations aux postes.
2) As(k) �= ∅
Hormis l’affectation d’opérations aux postes de travail, il convient de choisir la

configuration de chaque poste en déterminant les valeurs des attributs scalaires de ce
poste, par exemple :

• décider si la duplication du poste travail en question est nécessaire ou non
(Pinto et al., 1981; Essafi et al., 2009; Essafi et al., 2010),

• choisir un type d’équipement à installer sur ce poste de travail (Bukchin et
al., 2000; Gadidov et al., 2000) ou affecter un opérateur d’un groupe donné (Miralles
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et al., 2008),
• déterminer le nombre de machines identiques à mettre en parallèle (Bukchin

et al., 2002b) ou définir la taille de l’équipe d’opérateurs qui travaillera sur ce poste
(Shtub, 1984; Wilson, 1986; Johnson, 1991).

3) Av(k) �= ∅
La configuration de chaque poste de travail comporte un ensemble d’éléments dont

chacun possède un sous-ensemble des opérations qui lui sont associées. La répartition
des opérations à ces éléments est représentée par un attribut vectoriel et nécessite
d’être déterminée.

Exemples :

• concevoir des lignes où il est possible de mettre des équipements des deux
côtés du convoyeur (Bartholdi, 1993; Lee et al., 2001; Hu et al., 2008; Kim et al.,
2009; Özcan et al., 2009b; Simaria et al., 2009a),

• affecter plusieurs équipements ou opérateurs aux mêmes postes de travail en
répartissant la charge entre eux (Belmokhtar et al., 2006; Belmokhtar et al., 2007;
Dimitriadis, 2006; Moon et al., 2008).

Théoriquement, chaque élément d’un attribut vectoriel peut à son tour être com-
posé d’un ensemble de sous-éléments et ainsi de suite, mais vu la complexité grandis-
sante d’une telle modélisation, pour l’instant, ces modèles n’ont pas été formulés dans
la littérature.

5.2. Attributs scalaires

Les attributs scalaires sont utilisés généralement pour décrire différentes configu-
rations possibles de postes de travail. Le choix d’une valeur pour l’attribut scalaire j
peut être effectué en fonction des opérations affectées au poste k, c’est-à-dire as

j(k) =
f(I(k)), ou en tenant compte d’autres attributs de ce poste de travail as

j(k) = f(A(k))
ou encore des attributs d’autres postes de travail, alors as

j(k) = f(A(M)). Il est éga-
lement possible de combiner ces trois fonctions.

1) Par rapport aux opérations affectées à un poste, les valeurs des attributs scalaires
de celui-ci peuvent être :

• déterminées par les paramètres des opérations (souvent de type ph(i) ∈ A)
qui sont affectées au poste. Dans ce cas, l’affectation de la première opération déter-
mine la valeur de l’attribut du poste et donc de toutes les autres opérations qui seront
affectées à ce poste. Les valeurs de l’attribut as

j(k) appartiennent au même ensemble
fini A que les valeurs du paramètre ph(i). Par exemple, s’il existe des opérations qui
se font à différente hauteur, certaines en haut, d’autres en bas. Alors, une fois une opé-
ration affectée au poste de travail, la hauteur de ce poste doit correspondre à la hauteur
de cette opération. En conséquence, toute opération nécessitant une hauteur différente
ne pourra plus être affectée à ce poste afin de minimiser l’effort physique de l’opéra-



teur qui, au cas contraire, serait obligé de descendre et de monter alternativement lors
de l’exécution des opérations.

• calculées à partir des paramètres des opérations affectées au poste de travail.
Prenons l’exemple des équipements installés en parallèle sur un poste de travail. Cette
solution permet notamment d’exécuter des opérations dont le temps opératoire dé-
passe le temps de cycle. Il existe dans la littérature plusieurs règles pour le choix du
nombre d’équipements à dupliquer. Nous ne présentons ici que la plus simple. Soit wk

le nombre d’équipements parallèles du poste de travail, alors la valeur de wk peut être
calculée comme suit :

wk =

⌈
Tk

T0

⌉

Alors le nombre d’équipements parallèles dépend du temps opératoire total des
opérations affectées au poste de travail.

• les valeurs des attributs scalaires peuvent aussi avoir de l’impact sur les va-
leurs des paramètres des opérations de type p(i) = f(As(k)). Par exemple, dans
(Shtub, 1984; Wilson, 1986) les temps opératoires sont des fonctions linéaires non
croissantes de la taille de l’équipe assignée au poste de travail où l’opération est affec-
tée.

2) Par rapport aux autres attributs du même poste, ils peuvent être :

• indépendants, s’il n’existe pas de lien entre les attributs ;
• dépendants, s’il faut tenir compte d’impossibles combinaisons des attributs au

même poste de travail, par exemple, s’il existe des contraintes d’incompatibilité entre
les équipements disponibles (Rekiek et al., 2002b; Dolgui et al., 2006c; Belmokhtar
et al., 2006).

3) Par rapport aux autres postes de la chaîne, les attributs peuvent être :

• indépendants : par exemple, s’il est considéré qu’il y a un ensemble connu
de types d’équipements et le nombre d’équipements disponibles de chaque type est
infini (Graves et al., 1988; Bukchin et al., 2000; Gadidov et al., 2000; Bukchin et
al., 2002b) ;

• dépendants, si la configuration d’un poste de travail dépend des configura-
tions d’autres postes de la même ligne. Par exemple, s’il y a un ensemble d’équipe-
ments ou d’opérateurs de taille finie, alors si un équipement ou un opérateur est affecté
à un poste de travail, il sera impossible de l’affecter à un autre poste de travail (Aĝpak
et al., 2005; Belmokhtar et al., 2006; Miralles et al., 2008). La même hypothèse est
valable pour l’affectation des opérateurs ayant différents niveaux de compétences, si
leur nombre est fixe (Chan et al., 1998). Un autre facteur faisant que la configuration
d’un poste dépend des postes voisins est l’existence de zones de travail : tous les postes
appartenant à la même zone de travail ont forcément des attributs communs, comme,
par exemple, la hauteur du convoyeur dans (Lapierre et al., 2004).
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5.3. Attributs vectoriels

Les attributs vectoriels sont utilisés pour décrire les relations entre les ressources
et les opérations d’un poste de travail. Comme nous l’avons déjà évoqué, l’introduc-
tion d’attributs vectoriels augmente la complexité du problème à résoudre. Pour cette
raison, probablement, les formulations les utilisant ne sont pas nombreuses.

Un attribut vectoriel représente une configuration d’un poste de travail comportant
un ensemble de ressources dont chacune possède un sous-ensemble des opérations qui
lui sont associées. Il est généralement nécessaire : premièrement, de déterminer l’en-
semble de ressources associées au poste de travail (dont la cardinalité nous désignons
par dim av

j ) ; deuxièmement, de répartir les opérations affectées au poste de travail
entre ces ressources. Les ressources sont représentées par les éléments correspondants
de l’attribut vectoriel. Cette répartition peut être :

• immédiate, si parmi les éléments de l’attribut vectoriel, il n’y a en qu’un seul qui
convient à l’affectation de chaque opération. Par exemple, dans (Kim et al., 1995), les
auteurs considèrent le cas de la conception des lignes robotiques, où plusieurs types
d’outils peuvent être installés sur chaque poste de travail, chaque opération pouvant
être exécutée par un seul type d’outil. Dans (Chiang et al., 2007; Gao et al., 2009; Ege
et al., 2009), plusieurs types d’équipements peuvent être installés sur un poste de
travail, mais il n’a pas d’ambiguïté pour la répartition des opérations entre les équipe-
ments du poste de travail.

• à optimiser, s’il existe plusieurs possibilités d’affectation de chaque opération à
l’intérieur de chaque poste de travail et le choix de son affectation n’est pas évident.
Prenons l’exemple des lignes où il est possible de mettre des opérateurs ou des équi-
pements des deux côtés du convoyeur (Bartholdi, 1993; Lee et al., 2001; Özcan et
al., 2009c; Kim et al., 2009). Dans ce cas, l’affectation des opérations qui peuvent
être exécutées de côté gauche comme de côté droit n’est pas certaine et doit être op-
timisée. De plus, il peut y avoir plusieurs postes en parallèle comme dans (Kahan et
al., 2009; Scholl et al., 2009a) et dans ce cas, les opérations doivent également être
reparties entre ces postes.

Enfin, il peut être nécessaire de tenir compte d’impossibles combinaisons d’affec-
tation, par exemple, s’il existe des contraintes d’incompatibilité entre les équipements
disponibles (Rekiek et al., 2002b; Dolgui et al., 2006c; Belmokhtar et al., 2006; Kulak
et al., 2008)

5.4. Caractéristiques calculées

Les attributs de postes de travail décrivent leur configuration. Déterminer les va-
leurs de ces attributs fait, généralement, partie de la solution. Pour les solutions pos-
sibles, les différentes caractéristiques de postes de travail sont calculées, notamment
en vue de vérifier certaines contraintes ou de calculer la valeur de la fonction objectif
utilisée. Nous désignons l’ensemble des caractéristiques d’un poste de travail k par



C(k). Il est à noter que les valeurs de certaines caractéristiques doivent être calculées
en tenant compte de l’affectation des opérations aux éléments constituant les attributs
vectoriels.

Les fonctions de calcul des caractéristiques de postes de travail peuvent être très
diverses, les plus simples ont les formes suivantes :

• cj(k) =
∑

i∈Ik

pj(i)

Exemples : la charge du poste de travail k dans (Salveson, 1955) ; l’espace néces-
saire pour l’exécution des opérations du poste de travail k dans (Sawik, 2002).

• cj(k) = max{pj(i), i ∈ Ik}

Exemples : le coût d’exécution d’opérations sur le poste de travail k dans (Amen,
2000a; Amen, 2000b; Amen, 2001; Amen, 2006) ; le temps d’exécution de l’ensemble
d’opérations affecté à un boîtier multibroche dans (Finel, 2004).

• cj(k) = as
j(k) · b, où b est une constante

Exemples : le coût salarial des opérateurs affectés au poste k, dans ce cas as
j(k) est

le nombre d’opérateurs travaillant sur le poste de travail k et b représente le montant du
salaire d’un opérateur (Sarker et al., 1983; Bard, 1989; McMullen et al., 1998) ; le coût
des boîtiers multibroches installés sur un poste de travail (Finel et al., 2008; Dolgui et
al., 2006a; Guschinskaya et al., 2008).

• cj(k) =
dim av

j∑
h=1

av
jh(k) · bh,

où bh est une constante associée à l’élément av
jh(k).

Exemples : le coût des équipements installés sur un poste de travail, dans ce cas
av

jh(k) donne le type d’équipement et bh le coût correspondant (Rekiek, 2001; Belmo-
khtar et al., 2006) ; le coût salarial des opérateurs affectés au poste de travail (Moon
et al., 2008), si les opérateurs ont des salaires différents.

Nous rapportons également quelques caractéristiques calculées dans le cadre de
l’installation de ressources identiques et parallèles sur un poste de travail lorsque la
charge d’un poste de travail Tk dépasse le temps de cycle T0.

Puisque l’attribut wk, déjà introduit, ne peut être qu’un nombre entier, la caracté-
ristique suivante est calculée :

uk =
Tk

T0 · wk

uk mesure le taux d’utilisation des équipements ou des opérateurs installés en
parallèle sur le poste k.
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Une autre caractéristique qui est souvent calculée si les temps opératoires sont
représentés par des variables aléatoires est prk, la probabilité que la charge du poste
de travail k ne dépassera pas le temps de cycle T0. Si la somme des temps opératoires
suit la loi de Gauss avec la moyenne Tk et l’écart type

√ ∑
i∈I(k)

σ2
i , où sigmai est

l’écart type de la durée de l’opération i, alors prk, est calculée comme suit (?) :

prk =
1√
2π

Y∫
−∞

e−
Z2

2 dZ, où Y =
T0 · wk − Tk√ ∑

i∈I(k)

σ2
i

Il est à noter que la caractéristique la plus calculée est, sans doute, la charge des
postes de travail, qui est utilisée pour vérifier la contrainte de temps de cycle. Nous
rappelons que la charge d’un poste de travail est définie comme le temps durant lequel
une unité de pièce séjourne sur ce poste de travail. Il existe différents modèles pour la
calculer (correspondant à différentes lignes de production), dans ce qui suit, nous en
présentons quelques uns les plus utilisés.

5.5. Calcul de la charge des postes de travail

Dès qu’un ensemble d’opérations est affectés à un poste de travail, il est possible
d’estimer le temps nécessaire pour exécuter cet ensemble. À ce niveau, il existe trois
principales hypothèses :

1) Les opérations s’exécutent séquentiellement

– ... et l’ordre d’exécution d’opérations n’a aucune importance pour le calcul de
la charge des postes de travail (l’hypothèse de la formulation de base). Dans ce cas,
Tk =

∑
i∈Ik

ti. Ce modèle est utilisé lorsque tous les temps auxiliaires sont soit négli-

geables, soit déjà inclus dans les temps opératoires. Parfois, un incrément de temps est
également associé à chaque poste de travail (Boysen et al., 2008). Il peut représenter,
par exemple, le temps de chargement/déchargement de la pièce.

– ... et le temps d’exécution des opérations dépend de la séquence dans laquelle
elles se font, et ce pour plusieurs raisons :

• les temps de déplacement d’outil, de changement d’outil et/ou de rota-
tion de la pièce ne sont pas négligeables (Arcus, 1966; Graves et al., 1988; Wil-
helm, 1999; Bautista et al., 2002; Essafi et al., 2010; Essafi et al., 2009). Dans ce
cas, Tk =

∑
i∈Ik

(ti + Δtij), où j ∈ I(k) est une opération qui est exécutée juste après

l’exécution de l’opération i sur le même poste de travail.
• l’ordre d’exécution des opérations a un impact sur leurs durées. Par exemple,

l’exécution de l’opération i avant l’opération j peut rendre l’exécution de l’opé-



ration j plus longue, car l’endroit de l’exécution devient plus difficilement acces-
sible (Capacho et al., 2006; Capacho et al., 2009; Scholl et al., 2008). Dans ce cas
Tk =

∑
fi(Ik).

• dans le cas des lignes où il est possible de mettre des opérateurs et/ou des
équipements des deux côtés du convoyeur, il peut avoir des délais entre l’exécution de
deux opérations qui sont affectées à deux côtés différents. Si l’une précède directement
l’autre, mais le début de la deuxième opération a été prévu avant la fin de la première,
dans ce cas, il faudra attendre la fin de la première opération pour pouvoir commencer
la deuxième et un temps mort apparaît (Kim et al., 2000c; Lee et al., 2001; Wu et
al., 2008; Simaria et al., 2009a; Kim et al., 2009; Özcan et al., 2009c; Özcan et al.,
2009d).

2) Les opérations s’exécutent en parallèle, voir par exemple (Belmokhtar et al.,
2006; Dolgui et al., 2006c; Dolgui et al., 2008a).

3) Le mode mixte est utilisé pour exécuter les opérations affectées à un poste de
travail, voir par exemple (Belmokhtar et al., 2007; Guschinskaya et al., 2007; Dolgui
et al., 2009a).

6. Contraintes

Les contraintes sont utilisées pour délimiter l’ensemble des solutions admissibles.
Les origines des contraintes peuvent être de nature technologique, économique ou
logique. Les contraintes suivantes ont été introduites dans la littérature pour les pro-
blèmes d’équilibrage des lignes de production.

6.1. Contraintes d’affectation

• Toutes les opérations de l’ensemble I doivent être affectées pour être exécutées :
soit pendant un temps de cycle (le cas des lignes fabriquant un seul type de produit),
soit pendant plusieurs temps de cycle (le cas des lignes fabriquant des produits de
différents types) (Vilarinho et al., 2002; Simaria et al., 2004; Hop, 2006; Venkatesh,
2008; Zhang et al., 2009).

• Les contraintes de précédence entre les opérations doivent être respectées (ce
sont les contraintes les plus utilisées) (Salveson, 1955; Baybars, 1986). Ces contraintes
prennes une forme particulière pour les lignes en U (Chiang et al., 2006; Ağpak et
al., 2007; Kara et al., 2007; Hwang et al., 2008; Toklu et al., 2008; Toksarı et al.,
2008; Hwang et al., 2009; Sabuncuoglu et al., 2009).

• Les contraintes d’inclusion sont introduites pour imposer que certains sous-
ensembles d’opérations soient réalisés sur le même poste de travail (Deckro, 1989).
Il est à noter que dans le cas de la conception d’une ligne fabriquant un seul produit
et ayant des postes identiques, les opérations liées par ce type de contraintes peuvent
être fusionnées en créant des macro-opérations (Buxey, 1974; Deckro, 1989), puisque
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l’affectation d’une opération définit explicitement l’affectation des autres. Cette fusion
des opérations est impossible si les postes de travail ont des attributs vectoriels, car il
ne suffit pas d’affecter les opérations aux postes, mais également les repartir entre
différents éléments associés à chaque poste (Guschinskaya et al., 2008; Baykasoğlu et
al., 2008; Guschinskaya et al., 2009; Özcan et al., 2009c; Özcan et al., 2009c; Simaria
et al., 2009a)

• Les contraintes d’exclusion sont utilisées pour interdire l’exécution de certains
sous-ensembles d’opérations sur le même poste de travail (Buxey, 1974; Raouf et al.,
1982; Baykasoğlu et al., 2008; Özcan et al., 2009c; Özcan et al., 2009b; Özcan et al.,
2009c; Özcan et al., 2009b; Simaria et al., 2009a) ou par le même type d’équipement
(Dolgui et al., 2006c; Dolgui et al., 2008b; Guschinskaya et al., 2008; Guschinskaya et
al., 2009). Ce type de contraintes permet d’éviter l’affectation au même poste soit des
opérations nécessitant des équipements aux conditions d’exploitation incompatibles,
soit tellement différentes qu’une telle affectation conduit à un coût trop important.

• Les contraintes de syncronisation sont utilisées pour les lignes où il est possible
de mettre des équipements des deux côtés du convoyeur pour imposer l’exécution des
certaines opérations en même temps, mais par des équipements différents (Simaria et
al., 2009a; Özcan et al., 2009c; Özcan et al., 2009b)

• Les contraintes sur les zones de travail imposant des distances entre les opé-
rations (minimum ou maximum). Ces distances sont exprimées soit en nombre de
postes de travail, soit en temps entre la fin d’une opération et le début de l’autre (Park
et al., 1996; Pastor et al., 2000).

6.2. Contraintes sur les attributs de postes

• Les contraintes entre les attributs scalaires d’un poste de travail et les para-
mètres des opérations qui lui sont affectées (nous notons ce type de contraintes comme
as

j(k) ∼ pj(i)). L’introduction de ce type de contraintes peut être une autre façon
d’exprimer l’incompatibilité entre les opérations. Dans ce cas, l’opération i peut être
affectée au poste de travail k si et seulement si elle a la même valeur du paramètre
pj(i) que l’attribut scalaire as

j(k) associé au poste k (Johnson, 1983) ;

• Les contraintes entre les différents attributs d’un poste de travail (Rekiek et al.,
2002b; Dolgui et al., 2006c; Belmokhtar et al., 2006) ;

• Les contraintes entre les attributs de différents postes de travail, par exemple,
m∑

k=1

as
j(k) ≤ b ou

m∑
k=1

dim av
j (k) ≤ b si le nombre total d’opérateurs ou d’équipements

à affecter est limité (Aĝpak et al., 2005; Belmokhtar et al., 2006; Miralles et al., 2008).

6.3. Contraintes sur les caractéristiques de postes

Ces contraintes peuvent être exprimées des façons suivantes :



• cj(k) ≤ b

Exemples : la charge du poste de travail k ne doit pas dépasser le temps de cycle
b = T0 ; l’espace nécessaire pour exécuter les opérations affectées au poste k doit être
inférieur à l’espace disponible b, etc. ;

• Pr[cj(k) ≤ b] ≥ α

Exemples : la probabilité que la somme des temps opératoires ne dépasse pas le
temps de cycle fixe b = T0 doit être supérieur ou égal à α (Kao, 1976; Kao, 1979;
Sniedovich, 1981; Carraway, 1989; ?; Baykasoğlu et al., 2007) ;

• cj(k) ≤ as
h(k) par exemple : s’il faut admettre un certain déséquilibre entre la

charge de différents postes de travail, alors la valeur as
h(k) représente le seuil du temps

alloué au poste de travail k (Johnson, 1983; Erel et al., 1999).

7. Fonction objectif

Comme cela a été déjà dit, la fonction objectif est utilisée afin de distinguer la(les)
meilleure(s) solution(s) parmi les solutions admissibles d’un problème d’équilibrage
des lignes de production.

7.1. Fonctions objectif de base

Nous avons déjà introduit trois fonctions objectif suivantes :

• m, le nombre de postes de travail à installer doit être minimisé (le plus souvent
utilisée, voir par exemple (Scholl, 1999)) ;

• T0, le temps de cycle de la ligne est à minimiser (Rubinovitz et al., 1995; Park
et al., 1996; Sawik, 2002; Liu et al., 2003; Simaria et al., 2004; Levitin et al., 2006;
Nearchou, 2007; Kulak et al., 2008; Miralles et al., 2008; Gao et al., 2009; Kim et
al., 2009) ;

• mT0, le temps de séjour de la pièce dans la ligne doit être minimisé (Macaskill,
1972; Chakravarty, 1988; Scholl et al., 1999b).

Certains auteurs ont étudié l’impact de l’utilisation de ces trois fonctions objectif
sur la qualité des solutions, voir, par exemple, (Nkasu et al., 1995; Bukchin, 1998).

7.2. Fonctions objectif utilisant les caractéristiques de postes de travail

• Le critère qui est souvent utilisé afin d’évaluer la qualité « d’équilibrage » de la
ligne concerne la régularité des charges des postes de travail, c’est-à-dire « smooth-
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ness » (le terme anglo-saxon). Un certain nombre de caractéristiques peuvent être
utilisées afin d’évaluer la qualité « d’équilibrage », par exemple, l’écart moyen ab-
solu SSLabs ou l’écart type SSLecrt. Ces caractéristiques sont à minimiser. Si
T̃ =

1

m

∑
i∈I

ti est la charge « optimale » des postes de travail de la ligne (parfois

T̃ = T0), alors ces caractéristiques peuvent être calculées comme suit :

SSLabs =
1

m

m∑
k=1

|Tk − T̃ |, SSLecrt =

√√√√ m∑
k=1

(Tk − T̃ )2

la dernière caractéristique est parfois évaluée, comme dans (Rekiek, 2001), par :

SSLecrt2 =

m∑
k=1

(Tk − T̃ )2

Dans la littérature, deux types de « smoothness » sont parfois distingués, à savoir :
« vertical » et « horizontal » (Becker et al., 2006; Boysen et al., 2008). Dans le pre-
mier cas, il s’agit d’équilibrer les charges de différents postes de travail, c’est-à-dire
l’écart « vertical » entre la charge moyenne et la charge de chaque poste (Moodie et
al., 1965; Rachamadugu et al., 1991; Kim et al., 1998; Pastor et al., 2000; Pinnoi et
al., 1997). Le deuxième cas s’applique aux lignes fabriquant des produits différents,
pour lesquelles la charge du même poste de travail peut varier d’un cycle à l’autre,
c’est-à-dire d’un produit à l’autre, il convient alors de minimiser la déviation « ho-
rizontale » entre les charges du même poste de travail. Une telle fonction objectif a
été utilisée, par exemple, dans (Agnetis et al., 1995; Simaria et al., 2004; Kara et
al., 2007). Ces deux objectifs de l’équilibrage « vertical » et « horizontal » peuvent
être considérés ensemble comme dans (Miltenburg, 1998; Merengo et al., 1999; Ma-
tanachai et al., 2001; Pastor et al., 2002; Vilarinho et al., 2002). Une comparaison de
différents critères analysant l’équilibrage a été présentée dans (Venkatesh, 2008).

• Le critère de « work relatedness » est utilisé s’il est souhaitable que les opérations
relatives aux mêmes fonctions du produit soient affectées au même poste de travail
(Agrawal, 1985). Pour le mesurer, le paramètre « index of work relatedness » (IWR)
est introduit, dont la valeur est à maximiser et peut être calculée comme suit :

IWR =
m

m∑
k=1

SNk

où SNk est le nombre de sous-ensembles d’opérations affectés au poste de travail
k tels qu’il n’existe aucun lien de précédence entre les opérations appartenant à des
sous-ensembles différents.



• La fonction objectif suivante, dont la valeur est à maximiser, est souvent utilisée
lorsque les temps opératoires sont représentés par des variables aléatoires :

Pr =

m∏
k=1

Pr[cj(k) ≤ T0]

Il s’agit de maximiser la probabilité Pr que la charge d’aucun poste de travail ne
dépassera le temps de cycle T0, sachant que Pr[cj(k) ≤ T0] représente la probabilité
que la charge du poste de travail k ne dépassera pas le temps de cycle T0 (McMullen
et al., 1997; Bukchin et al., 2002a).

• Il existe une classe de fonctions objectif (à maximiser ou à minimiser) qui sont
basées sur les coûts liés aux attributs de postes de travail et/ou des coûts engendrés par
les opérations affectées aux postes de travail. Ces derniers sont généralement exprimés
par les caractéristiques de postes de travail. Ces fonctions peuvent utiliser des opéra-
teurs de somme, de multiplication, de division, et elles ne sont pas toujours linéaires.
On peut présenter la forme générale de telles fonctions objectif comme suit :

m∑
k=1

f1(A(k)) +

m∑
k=1

f2(C(k))

où le premier terme représente la part engendrée par les attributs A(k) et le
deuxième donne la part relative aux caractéristiques des postes C(k).

Les fonctions de ce type sont souvent utilisées lorsqu’on vise à optimiser à la fois
les coûts liés à l’installation et à l’utilisation de la ligne. Cette classe de problèmes
est connue dans la littérature anglo-saxonne sous le nom Cost oriented Assembly Line
Balancing Problem (CALBP). Un état de l’art des travaux consacrés au CALBP et
une analyse des coûts possibles ont été présentés dans (Amen, 2000a; Amen, 2000b;
Amen, 2006). Les coûts peuvent être engendrés par l’investissement (liés aux achats
des équipements, à l’installation des stations de travail, etc.), ou par son fonctionne-
ment (salaires des opérateurs). Ces coûts peuvent être intégrés dans la fonction objectif
soit par le biais des attributs associés aux postes de travail, comme le coût d’équipe-
ment qui ne dépend pas des opérations effectuées, soit en utilisant des caractéristiques
de postes de travail qui permettent d’estimer les coûts liés à l’exécution des opérations
et/ou des salaires des opérateurs.

• S’il s’agit de rééquilibrer une ligne, la fonction objectif peut porter sur la diffé-
rence entre la répartition initiale des opérations et la nouvelle solution, cette différence
est à minimiser (Gamberini et al., 2006; Gamberini et al., 2009).
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7.3. Problèmes d’optimisation multiobjectif

Un problème d’optimisation peut comporter non pas une seule, mais un ensemble
de fonctions objectif. Dans ce cas, il s’agit d’un problème d’optimisation multiob-
jectif. Il existe plusieurs façons de résoudre un tel problème. Dans la Section 8.3,
nous présentons celles qui ont déjà été appliquées pour la résolution des problèmes de
configuration des lignes de fabrication.

8. Résolution des problèmes d’équilibrage

Deux classes de méthodes d’optimisation combinatoire sont utilisées dans la lit-
térature pour la résolution des problèmes d’équilibrage des lignes de production, à
savoir : les méthodes exactes et les méthodes approchées (ou heuristiques). Comme
leurs noms l’indiquent, les méthodes de la première classe visent à trouver « exacte-
ment » la meilleure solution. Malheureusement, elles demandent souvent un temps de
calculs très important. Les méthodes approchées se contentent de la recherche de solu-
tions de bonne qualité et elles ne garantissent pas l’optimalité de la meilleure solution
trouvée. Elles sont utilisées lorsque le temps nécessaire pour la résolution exacte n’est
pas compatible avec le contexte de la prise de décision. L’utilisation d’un algorithme
heuristique a pour but de gagner en temps de résolution, mais ceci est souvent au détri-
ment de la qualité de la solution finale. Il est toutefois possible d’obtenir des solutions
optimales ou très proches de l’optimum en faisant appel à des heuristiques élaborées.

Il est à noter que la(les) solutions obtenue(s) suite à la résolution des problèmes
d’équilibrage des lignes de production peuvent être complétées par des tests de si-
mulation permettant d’étudier le comportement dynamique de la ligne de produc-
tion lors de son fonctionnement. De tels travaux ont été présentés dans (McMullen
et al., 1999; Lee et al., 2000; Hsieh, 2002; Mendes et al., 2005; Sheu et al., 2008).

8.1. Méthodes exactes

Les approches exactes utilisées dans la littérature pour la résolution des problèmes
de configuration des lignes de fabrication se déclinent en deux catégories :

1) Les approches ayant recours à une bibliothèques d’optimisation, comme celles
des logiciels ILOG Cplex, ILOG Solver, Dash Xpress MP, Lindo, GAMS, OSL, etc.
Pour appliquer une telle approche, il faut d’abord étudier le problème minutieusement
en vue de le modéliser de telle manière que les outils disponibles dans la bibliothèque
choisée soient capables de le résoudre de façon efficace. Ici, nous n’abordons pas la
modélisation mathématique des problèmes d’optimisation en général, pour cet aspect,
voir par exemple (Williams, 1993). En fonction de la structure du problème à résoudre
et de sa modélisation mathématique proposée, diverses approches de résolution s’ap-
puyant sur une bibliothèque d’optimisation sont envisageables, comme par exemple :



• Procédures par Séparation et Évaluation (PSE ou « branch and bound »,
procédures par Séparation et Coupe (PSC ou « branch and cut») en utilisant ILOG
Cplex (Andrés et al., 2008; Belmokhtar et al., 2006; Corominas et al., 2008; Dolgui et
al., 2006b; Miralles et al., 2007; Ağpak et al., 2007; Choi, 2009; Kim et al., 2009), no-
tamment PSE avec LP relaxation (Pastor et al., 2009), LINGO (Toksarı et al., 2009),
XPressMP (Scholl et al., 2009a) ou à l’aide d’OSL (IBM optimisation subroutine li-
brary) (Pinnoi et al., 1997; Gadidov et al., 2000) ;

• génération de colonnes en utilisant OSL (Wilhelm, 1999) ;
• programmation par contraintes à l’aide d’ILOG Solver (Belmokhtar, 2006).

Bien que les bibliothèques d’optimisation soient développées afin de permettre
la résolution efficace d’un large spectre de problèmes d’optimisation, généralement,
l’utilisateur peut y ajouter du code supplémentaire pour rendre la résolution encore
plus efficace.

2) Toutes ces approches de résolution peuvent être implémentées sans recourir à
une bibliothèque d’optimisation. Dans ce cas, il convient non seulement de modéliser
le problème, mais aussi de développer et d’implémenter l’algorithme de résolution.
Généralement, de telles méthodes sont plus difficiles à mettre en place, mais elles
peuvent être mieux adaptées à un problème particulier et tenir compte plus facilement
de ses propriétés. Les méthodes de cette catégorie qui ont été mises en place pour la
résolution des problèmes de configuration des lignes de production se basent le plus
souvent sur :

• les procédures par séparation et évaluation, parmi les algorithmes les plus
connus nous pouvons évoquer FABLE (Johnson, 1988), EUREKA (Hoffman, 1992;
Hoffman, 1993), SALOME (Scholl et al., 1997; Scholl et al., 1999a) et ses variantes
(Scholl et al., 2009a; Scholl et al., 2009b; Scholl et al., 2009a) ; nous pouvons égale-
ment citer quelques publications plus récentes comme (Bukchin et al., 2006; Chiang et
al., 2007; Liu et al., 2008; Miralles et al., 2008; Pekin et al., 2008; Wu et al., 2008; Ege
et al., 2009; Dolgui et al., 2009b; Dolgui et al., 2009a) ;

• la programmation dynamique, par exemple, (Jackson, 1956; Held et al., 1963;
Bard, 1989), souvent basée sur la recherche du plus court chemin sous contraintes,
par exemple, (Gutjahr et al., 1964; Easton et al., 1989; Faaland et al., 1992; Erel et
al., 1999; Dolgui et al., 2005b; Dolgui et al., 2006c; Dolgui et al., 2008b).

8.2. Méthodes approchées

Les heuristiques ou méthodes approchées ne garantissent pas que la solution
qu’elles fournissent soit optimale, mais de manière générale, elles donnent de bons
résultats, souvent plus ou moins proches de l’optimum. Elles sont utilisées pour des
problèmes de grande taille ou lorsque le temps de calcul alloué est limité. Plusieurs
classifications des méthodes approchées pour la résolution des problèmes d’équili-
brage des lignes d’assemblage ont été proposées dans la littérature, notamment dans
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(Talbot et al., 1986; Boctor, 1995; Scholl et al., 2006). Nous classons ces méthodes en
trois catégories suivantes :

1) Les heuristiques s’appuyant sur des règles de priorité. Il en existe un certain
nombre dans la littérature : elles se différencient par la(les) règle(s) employée(s). Nous
plaçons dans cette catégorie :

• les approches gloutonnes : ces algorithmes effectuent une seule tentative d’af-
fectation des opérations en s’appuyant sur une règle intuitive de choix du meilleur
candidat à chaque fois qu’une opération doit être affectée (Raouf et al., 1982; Toksarı
et al., 2008).

• les approches semi-gloutonnes : ces algorithmes effectuent plusieurs itéra-
tions de l’affectation d’opérations pour pouvoir mieux exploiter l’ensemble de solu-
tions admissibles et y trouver une solution de bonne qualité. Pour que cela soit pos-
sible, la méthode de construction de la liste de candidats et/ou de la sélection de l’opé-
ration à affecter doit permettre d’obtenir une solution différente à chaque itération.
Souvent cela est atteint en recourant au facteur « hasard » par l’emploi de valeurs aléa-
toires (Arcus, 1966; Lapierre et al., 2004; Dolgui et al., 2005a; Toksarı et al., 2009).
Un tel algorithme multi-passage procède jusqu’à la satisfaction d’un critère d’arrêt
qui peut être exprimé en nombre maximum d’itérations, fixé au préalable, et/ou par le
temps alloué, etc. À la fin de l’algorithme, le meilleur résultat de toutes les itérations
est fourni comme la solution finale.

2) Métaheuristiques, cette appellation englobe les stratégies de résolution appli-
cables à une large gamme de problèmes d’optimisation combinatoire (voire tous les
problèmes). Une métaheuristique est définie par un squelette, constitué des opérateurs
de base, qui représente son schéma général, indépendant de la nature du problème à
résoudre. Leur application à un problème particulier consiste en l’adaptation des opé-
rateurs de base aux particularités du problème. Parmi les métaheuristiques qui ont été
employées pour la résolution de problèmes d’équilibrage se trouvent :

• les méthodes par voisinage comme la recherche Tabou (Chiang, 1998; Scholl
et al., 1996; Lapierre et al., 2006; Özcan et al., 2009b), méthode Kangourou (Mînzu
et al., 1998), GRASP (Bautista et al., 2000; Andrés et al., 2008) et le recuit simulé
(McMullen et al., 1998; Vilarinho et al., 2002; Erel et al., 2001; Mendes et al., 2005;
Baykasoglu, 2006; Kara et al., 2007; Özcan et al., 2009c) ;

• les méthodes évolutionnistes comme les méthodes évolutionnaires
(Nearchou, 2007; Nearchou, 2008) ou les algorithmes génétiques, très souvent
employés, (Anderson et al., 1994; Leu et al., 1994; Rubinovitz et al., 1995; Kim et
al., 1996; Kim et al., 1998; Kim et al., 2000c; Ponnambalam et al., 2000; Simaria et
al., 2004; Sabuncuoglu et al., 2000; Baykasoğlu et al., 2007; Levitin et al., 2006; Noo-
rul Haq et al., 2006; Wong et al., 2006; Hwang et al., 2008; Kulak et al., 2008; Gao et
al., 2009; Hwang et al., 2009; Kim et al., 2009; Zhang et al., 2009). Une comparaison
des algorithmes génétiques pour ce type de problème a été présentée dans (Tasan et
al., 2008).



• les méthodes constructives comme les colonies de fourmis (McMullen et
al., 2003; McMullen et al., 2006; Bautista et al., 2007; Baykasoğlu et al., 2008; Sa-
buncuoglu et al., 2009; Simaria et al., 2009a; Simaria et al., 2009b) ou des Beam-Aco,
une hybridation des colonies avec Beam search (Blum, 2008).

3) Enfin, nous classons dans la troisième catégorie les méthodes effectuant une
énumération incomplète de solutions, parmi lesquelles se trouvent :

• les méthodes qui exploitent des espaces restreints dans le graphe des états
(Ege et al., 2009; Bautista et al., 2009) ou dans l’arbre d’énumération, par exem-
ple, les méthodes utilisant l’énumération incomplète sur la base des réseaux de Pétri
(Kilincci et al., 2006; Kilincci et al., 2008; Kilincci, 2009) ou l’heuristique propo-
sée par Hoffmann pour le SALBP (Hoffman, 1963), ses modifications (Gehrlein et
al., 1978; Fleszar et al., 2003) et ses adaptations pour d’autres types de problèmes
(Dimitriadis, 2006; Hu et al., 2008) ;

• les approches où la résolution exacte est restreinte par le temps disponible,
par exemple une PSE tronquée (PSE H) qui s’arrête quand le temps alloué est révolu
(Talbot et al., 1986) ou qui n’exploite pas tous les nœuds (Bukchin et al., 2000; Mi-
ralles et al., 2008).

Puisque les méthodes appartenant à la première catégorie permettent de voir mieux
les particularités des problèmes d’équilibrage, nous les présentons dans la section sui-
vante de manière plus détaillée.

8.2.1. Heuristiques basées sur des règles de priorité

Selon l’ordre du traitement des opérations, les « approches orientées opérations
» et les « approches orientées postes de travail » sont distinguées. Dans le premier
cas, les opérations sont traitées dans l’ordre de leur priorité, qui est calculé selon un
critère choisi. Lorsqu’une opération est sélectionnée, elle est affectée au poste le plus
en amont où elle peut être accueillie sans enfreindre aucune contrainte du problème.

Cependant, il paraît que cette stratégie d’affectation est moins performante que
celle orientée postes de travail (Scholl et al., 2006), même si aucune démonstration
n’a été encore faite. L’approche orientée postes de travail construit la liste CL des
opérations-candidates, pouvant être affectées au poste courant. En utilisant une règle
de priorité, une opération est ensuite sélectionnée dans cette liste et ajoutée dans la
solution au poste courant. Son affectation entraîne la modification de la liste CL. Si
CL = ∅ et il reste des opérations non affectées, alors un nouveau poste est ouvert
et la liste CL est reconstruite. L’algorithme s’arrête lorsque toutes les opérations sont
affectées.

Par rapport à la règle utilisée pour le choix d’une opération de la liste CL, il existe,
comme nous l’avons déjà mentionné, des approches gloutonnes et des approches semi-
gloutonnes. Il y a aussi des approches qui utilisent des règles composites, c’est-à-dire
que plusieurs règles de priorité sont appliquées dans un ordre lexicographique, voir
par exemple (Raouf et al., 1982; Boctor, 1995). D’autres approches choisissent une
règle à appliquer à l’itération courante de façon aléatoire.
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La plupart des règles utilisent les éléments suivants pour calculer la priorité des
opérations : le temps de l’opération ti, le nombre de successeurs directs SuccD(i),
le nombre total de successeurs SuccT (i), le poste au plus tôt (Ei) et le poste au plus
tard (Li) où l’opération i peut être affectée. Pour SALBP, la façon la plus simple pour
calculer les valeurs des deux derniers paramètres est la suivante :

Ei =

⎡
⎢⎢⎢(ti +

∑
j∈PredT (i)

tj)/T0

⎤
⎥⎥⎥, Li = m0 + 1 −

⎡
⎢⎢⎢

∑
j∈SuccT (i)

tj/T0

⎤
⎥⎥⎥ [1]

où m0 est une borne supérieure sur le nombre de postes de travail.

Dans le Tableau 2, nous recensons les règles de priorité les plus utilisées dans la
littérature pour les problèmes de type SALBP. La fleche ↑ signifie que l’opération
avec la valeur maximale du paramètre correspondant est prioritaire. Au contraire, la
fleche ↓ signifie que l’opération avec la valeur minimale du paramètre correspondant
est prioritaire.

Tableau 2: Règles de priorité

Règle de priorité Formulation Référence
RPW : Poids d’opération, pw
(Ranked Positional Weight)

↑ ti +
∑

j∈SuccT (i)

tj (Helgeson et al., 1961)

CRPW : Poids cumulé
(Cumulated Positional Weight)

↑ ti +
∑

j∈SuccT (i)

pwj (Scholl et al., 2006)

ARPW : Poids moyen
(Average Ranked Positional
Weight)

↑ pwj

|SuccT (i)| + 1
(Talbot et al., 1986)

Temps opératoire ↑ ti (Moodie et al., 1965)
↓ ti (Boctor, 1995)

Numéro d’opération ↓ i (Arcus, 1966)
Poste au plus tôt ↓ Ei (Talbot et al., 1986)
Poste au plus tard ↓ Li (Talbot et al., 1986)
Marge d’affectation ↓ Li − Ei (Talbot et al., 1986)
Temps opératoire divisé par le
poste au plus tard

↑ ti/Li (Talbot et al., 1986)

Nombre de successeurs directs ↑ |SuccD(i)| (Tonge, 1960)
Nombre total de successeurs ↑ |SuccT (i)| (Talbot et al., 1986)

Nombre total de successeurs di-
visé par la marge d’affectation

↑ |SuccT (i)|
Li − Ei

(Talbot et al., 1986)



Poste au plus tard divisé par le
nombre total de successeurs

↓ Li

|SuccT (i)| + 1
(Talbot et al., 1986)

Nombre d’opérations affectables
au poste après l’affectation de
l’opération courante

↑ C (Boctor, 1995)

8.3. Optimisation multi-objectif

Un problème d’optimisation peut comporter non pas une seule, mais un ensemble
de fonctions objectif. Dans ce cas, il s’agit d’un problème d’optimisation multiob-
jectif. Il existe plusieurs façons de résoudre un tel problème. Dans la Section 8.3,
nous présentons celles qui ont déjà été appliquées pour la résolution des problèmes de
configuration des lignes de fabrication.

• Agrégation des objectifs : dans ce cas, les différents objectifs sont agrégés en
un seul. Pour cela, il faut que tous les objectifs représentent des grandeurs d’unités
comparables. De plus, il est nécessaire de déterminer des poids respectifs pour chacun
de ces objectifs. En faisant la somme pondérée des différents objectifs, il est possible
d’obtenir un problème d’optimisation mono-objectif. Cette façon de résoudre les pro-
blèmes multiobjectif a été utilisée, par exemple, dans (McMullen et al., 2003; McMul-
len et al., 2006; Baykasoğlu et al., 2007; Hwang et al., 2008; Wu et al., 2008; Gam-
berini et al., 2009; Hwang et al., 2009; Simaria et al., 2009a; Özcan et al., 2009c).

• Résolution lexicographique : cette méthode consiste à considérer un ordre de
priorité (dit lexicographique) entre les objectifs. Cette technique pour résoudre les
problèmes multiobjectif a été utilisée, par exemple, dans (Lee et al., 2001; Vilarinho
et al., 2002).

• Goal programming : cette méthode revient à s’approcher au maximum de va-
leurs cibles (aussi appelées niveaux d’aspiration) sur chacun des objectifs. Pour cela,
des poids sont affectés à chaque objectif, et la somme pondérée des écarts (en excès
comme en défaut) par rapport aux valeurs cibles doit être minimisée. Cette méthode
a été appliquée, par exemple, dans (Gökçen et al., 2006a; Baykasoglu, 2006; Ağpak
et al., 2007; Choi, 2009; Özcan et al., 2009d). Etant donné qu’il est souvent difficile
à déterminer les valeurs cibles, « fuzzy goal programming » est utilisé si ces valeurs
sont incertaines (Toklu et al., 2008; Özcan et al., 2009c).

• Méthodes de surclassement : ces méthodes sont utilisées pour comparer un
ensemble de solutions. Par exemple, dans (Rekiek, 2001; Rekiek et al., 2006) la mé-
thode PROMETHEE II (Brans et al., 1994) a été appliquée pour comparer les indi-
vidus d’une génération créée par un algorithme génétique. Le principe de la méthode
PROMETHEE II consiste à établir un processus de comparaison numérique de chaque
solution par rapport à toutes les autres solutions. Ainsi il est possible de calculer le plus
(mérite) ou le moins (démérite) de chaque solution par rapport à toutes les autres. Le
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résultat de cette comparaison permet un classement ordonné des solutions. Un autre
exemple est la méthode TOPSIS (Total Order Preference by Similarity to the Ideal So-
lution) (Gamberini et al., 2006), où toutes les solutions sont comparées à la solution
idéale.

• Algorithmes évolutionnaires multi-objectif Les méthodes intégrant la sélec-
tion selon plusieurs critères dans le processus de l’évolution des solutions. Pour ne
citer que quelques exemples : MODE (multi-objective differential evolution) heuris-
tic dans (Nearchou, 2008), HEMOAs (hybrid evolutionary multiple-objective algo-
rithms) dans (Tseng et al., 2008), MOGA (multiple-objective genetic algorithm) dans
(Gamberini et al., 2009).

• Détermination de la frontière efficace Ces méthodes cherchent à déterminer
l’ensemble complet des solutions Pareto optimales du problème ou plus souvent l’en-
semble minimum complet (sans les solutions équivalentes), par exemple, (McMullen
et al., 2006).

9. Conclusion

En analysant les travaux récemment publies dans la littérature, nous pouvons faire
des conclusions suivantes. Tout d’abord, nous pouvons souligner que des chercheurs
continuent à étudier les problèmes de base : SALBP-1 (Blum, 2008) et SALBP-2
(Nearchou, 2007) avec de nouvelles méthodes.

En même temps, les améliorations des méthodes de résolution existantes ont per-
mis aux chercheurs d’aborder la modélisation et la résolution des problèmes beau-
coup plus difficiles, voir coupler plusieurs problèmes d’optimisation pour essayer d’at-
teindre des optimums globaux. De nombreux couplages ont été réalisés, par exemple :
l’équilibrage et l’ordonnancement des opérations affectées au même poste de travail
(Kim et al., 2000b; Kim et al., 2000a; Miltenburg, 2002; Kara et al., 2007; Özcan et
al., 2010) ; l’équilibrage et le séquencement de pièces assemblées sur la même ligne
(Tseng et al., 2008) ; l’équilibrage et l’affectation des opérateurs aux postes de tra-
vail (Simaria et al., 2009b) ; le choix du processus opérationnel et l’équilibrage de la
ligne (Capacho et al., 2006; Capacho et al., 2009). Nous pouvons supposer que des
recherches vont continuer sur cette voie et que de nouveaux problèmes d’optimisation
intégrant la prise de décisions sur différentes étapes de la conception des lignes de
production apparaitront dans les années à venir.

En ce qui concerne l’utilisation des méthodes de résolution, nous pouvons ob-
server le développement des nouvelles méthodes de type PSE pour des problèmes
plus complexes (Miralles et al., 2008; Wu et al., 2008; Dolgui et al., 2009b; Dolgui et
al., 2009a) et l’utilisation assez fréquente des algorithmes évolutionnaires, notamment
pour la résolution des problèmes multi-objectif.

Enfin, nous pouvons remarquer l’introduction des aspects sociaux et environne-
mentaux dans les données et les contraintes des problèmes de conception des lignes
de production, par exemple, la prise en considération des efforts physiques nécessaires



et des risque qu’ils représentent pour les opérateurs (Kara et al., 2007), de l’effet « ap-
prentissage » (Toksarı et al., 2008; Toksarı et al., 2009) ou de fatigue (Digiesi et
al., 2009) ainsi que l’aspect « compétences » des opérateurs (Wong et al., 2006; Mi-
ralles et al., 2008; Miralles et al., 2007). Des enjeux environnementaux ont été in-
troduits dans le problème de l’équilibrage des lignes de désassemblage (McGovern
et al., 2007). Une autre perspective de recherche concerne l’étude de la stabilité des
solutions obtenues lors de la résolution des problèmes d’équilibrage des lignes de pro-
duction.
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Ağpak K., Gökçen H., « A chance-constrained approach to stochastic line balancing problem »,
European Journal of Operational Research, vol. 180, n˚ 3, p. 1098-1115, 2007.
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