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1 Description du problème
Nous considérons un atelier où la production à réaliser requiert divers types de machines dans
des séquences variées de type job-shop. Chaque machine nécessite pour son utilisation la pré-
sence d’un employé qualifié à son pilotage. Les ressources humaines sont assujetties à des
contraintes légales restreignant leur disponibilité. La production doit être entièrement ordon-
nancée et le critère d’optimisation retenu est la minimisation des coûts salariaux. Ce problème
coïncide avec le cas particulier des instances correspondance activité-ressource de [AGRV09].

2 Formalisation en Programme Linéaire en variables 0-1
On cherche à produire un ensemble J de n jobs sur m machines. Chaque job i est caracté-
risé par une séquence propre d’opérations {Oij}j=1,...,m non préemptives. Oij s’effectue sur la
machine mij et sa durée est pij . Par la suite, les notations classiques ρik, rik et dik désignent
respectivement la durée, la date de démarrage au plus tôt et la date échue de l’opération du
job i s’exécutant sur la machine k ; rik et dik étant définies par récurrence selon (1).

rik = 0 i = 1, . . . , n k = mi1 dik = Cmax i = 1, . . . , n k = mim

ril = rik + ρik i = 1, . . . , n j = 1, . . . ,m− 1 dik = dil − ρil i = 1, . . . , n j = 1, . . . ,m− 1
k = mij l = mi(j+1) k = mij l = mi(j+1)

(1)

Pour son exécution, Oij requiert la présence d’un employé qualifié sur mij . Nous notons E
l’ensemble des µ employés et Ke l’ensemble des machines sur lequel l’employé e peut intervenir.
L’atelier fonctionne en 3×8, l’horizon de planification s’étend ainsi sur un ensemble {s}s=0,...,σ−1
de σ tranches horaires consécutives. La durée effective d’une tranche horaire est fixe et notée
π pour un horizon H = σ × π. Le coût d’affectation de l’employé e sur la machine k durant la
tranche s est désigné par ceks, étant entendu qu’un employé ne change pas de machine en cours
de poste. e est disponible sur un sous-ensemble de tranches horaires Se et ne peut travailler
qu’au maximum une fois parmi trois tranches horaires consécutives (contrainte légale).

L’objectif du problème est de déterminer un ordonnancement réalisable pour le problème de
job-shop en affectant une séquence de couples (machine utilisée - tranche horaire travaillée) à
chaque employé, de telle sorte que chaque job soit exécuté avant une date connue Cmax ≤ H
et que les besoins en main d’œuvre (effectif et compétence) soient remplis au moindre coût.

Nous proposons ci-dessous une formalisation sous forme de PL-01 de ce problème. Les va-
riables binaires xeks et yikt valent respectivement 1 si l’opérateur e est affecté à la machine k
sur la tranche s et si le job i démarre à l’instant t sur la machine k.



[P ] : min Θ =
∑
e∈E

∑
k∈Ke

∑
s∈Se

ceks · xeks (2)

∑
k/∈Ke

σ−1∑
s=0

xeks +
∑
k∈Ke

∑
s/∈Se

xeks = 0 e = 1, . . . , µ (3)

∑
k∈Ke

(xeks + xek(s+1) + xek(s+2)) ≤ 1 e = 1, . . . , µ s = 0, . . . , σ − 3 (4)

dik−ρik∑
t=0

t · yikt + ρik ≤ Cmax i = 1, . . . , n k = mim (5)

dik−ρik∑
t=rik

yikt = 1 i = 1, . . . , n k = 1, . . . ,m (6)

rik∑
t=0

yikt +
Cmax∑

t=dik−ρik+1

yikt = 0 i = 1, . . . , n k = 1, . . . ,m (7)

t∑
u=rik+ρik

yilu −
t−ρik∑
u=rik

yiku ≤ 0 i = 1, . . . , n j = 1, . . . ,m− 1 k = mij

l = mi(j+1) t = rik + ρik, . . . , dil − ρil (8)
n∑
i=1

min(dik−ρik,t)∑
u=max(rik,t−ρik+1)

yiku ≤ 1 k = 1, . . . ,m t = 0, . . . , Cmax (9)

∑
e∈E

xeks −
n∑
i=1

min(dik−ρik,t)∑
u=max(rik,t−ρik+1)

yiku ≥ 0 k = 1, . . . ,m t = 0, . . . , Cmax s = bt/πc (10)

Un employé ne peut être affecté qu’à des machines et des tranches horaires sur lesquelles il est
respectivement qualifié et disponible (3). Chaque employé ne peut travailler qu’au maximum
une tranche horaire parmi trois tranches consécutives (4). (5) assure que chaque job est terminé
avant Cmax. (6) et (7) spécifient pour leur part que toute opération est exécutée dans sa fenêtre
d’exécution. La séquence opératoire propre de chaque job est respectée (8). (9) exprime les
contraintes de disponibilité des machines (au plus une opération en cours sur chaque machine
à un instant donné). Enfin, les contraintes couplantes (10) assurent la présence d’un employé
sur chaque machine et à chaque instant où une opération est en cours d’exécution.

3 Résolution
Nous avons développé une méthode exacte hybridant approche arborescente de type Procédure
de Séparation et Evaluation Séquentielle et technique de génération de coupes de réalisabilité.
Cette méthode exploite la décomposition naturelle du problème global en deux sous-problèmes :
un problème de planification d’agents et un problème de job-shop à contraintes de disponibilité.
Des méthodes de génération d’inégalités valides en pré-process (notamment du probing) ont
en outre été étudiées. Notre approche s’avère particulièrement adaptée à la problématique ; ses
résultats dominent en effet ceux obtenus avec l’un des meilleurs solveurs commerciaux actuels
(Ilog Cplex 12.1) et avec la méthode décrite dans [AGRV09].
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